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SUR LE MODULE DE BERTRANDIAS–PAYAN
DANS UNE p-EXTENSION – NOYAU DE CAPITULATION
GEORGES GRAS
Abstract. For a number field K and a prime number p we denote by BPK the com-
positum of the cyclic p-extensions ofK embeddable in a cyclic p-extension of arbitrary
large degree. Then BPK is p-ramified and is a finite extension of the compositum
K˜ of the Zp-extensions of K. We study the transfer map jL/K (as a capitulation
map of ideal classes) for the Bertrandias–Payan module BPK := Gal(BPK/K˜) in a
p-extension L/K (assuming the Leopoldt conjecture). In the cyclic case of degree p,
jL/K is injective except if L/K is kummerian, p-ramified, non globally cyclotomic but
locally cyclotomic at p (Theorem 3.1). We then intend to characterize the condition
|BPK | divides |BP
G
L | (G = Gal(L/K)). So we study BP
G
L when jL/K is not injective
and show that it depends on the classical arithmetical properties of the Galois group
(over K˜) of the maximal Abelian p-ramified pro-p-extension of K. We give complete
proofs in an elementary way using ideal approach of global class field theory.
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Ce texte re´sulte d’un travail en collaboration avec Jean–Franc¸ois Jaulent (Bordeaux)
et Thong Nguyen Quang Do (Besanc¸on). L’originalite´ de la de´marche e´tant que trois
techniques sont propose´es (une par auteur) pour aborder le meˆme sujet. Ceci nous a
semble´ ne´cessaire dans la mesure ou` toutes sont issues de la the´orie du corps de classes,
mais ont e´te´ formalise´es diffe´remment (tant au plan des notions que des notations) selon
les grands axes naturels du corps de classes (classes d’ide´aux et d’ide`les, corps de classes
global p-adique et logarithmique, cohomologie Galoisienne et the´orie d’Iwasawa). Ainsi le
lecteur est-il invite´ a` comparer ces me´thodologies qui, sauf erreur, ont le meˆme potentiel
de re´sultats, mais avec des avantages et inconve´nients diffe´rents selon le but recherche´
(allant du plus concret et nume´rique au plus abstrait), cette multiplicite´ e´tant souvent a`
l’origine de difficulte´s e´ditoriales (voir un historique au § 1.2).
Je remercie mes deux partenaires pour les nombreux e´changes constructifs que nous
avons eus.
1. Ge´ne´ralite´s sur le module de Bertrandias–Payan
1.1. Le sche´ma de la p-ramification Abe´lienne. Soit p un nombre premier. Pour un
corps k quelconque on de´signe par µ(k) le groupe des racines p-ie`mes de l’unite´ de k. Par
la commodite´ que confe`re un livre, on se re´fe`re le plus souvent a` [Gr1] (non exclusif).
On conside`re le sche´ma ci-apre`s ([Gr1], III.2.6.1, Fig. 2.2), au sens ordinaire de la
notion de classes d’ide´aux, dans lequel K˜ est le compose´ des Zp-extensions du corps de
nombres K, HK le p-corps de classes de Hilbert de K, H
pr
K la pro-p-extension Abe´lienne
p-ramifie´e (i.e., non ramifie´e en dehors de p) maximale de K.
On de´signe par UK :=
⊕
v | p Uv le Zp-module des unite´s locales p-principales
1 pour
K, ou` chaque Uv est le groupe des unite´s v-principales du comple´te´ Kv de K en v | p, par
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1D’une manie`re ge´ne´rale, dans un groupe de nombres les e´le´ments p-principaux sont ceux dont l’image
re´siduelle est e´gale a` 1 en toute place v | p.
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WK = torZp(UK) =
⊕
v | p µ(Kv), et par EK l’adhe´rence dans UK du groupe des unite´s
globales (p-principales) EK de K.
On pose WK = WK/µ(K) ⊆ torZp(UK/EK) ⊆ TK (inclusions valables sous la conjec-
ture de Leopoldt pour K et p : [Gr1], Lemme III.4.2.4) :
WK
TK
BPK
ClK
BK≃UK/EK
AKCK
HprKK˜HK BPKK˜
HKK˜ ∩HK
K
1.2. Historique de la p-ramification. Les p-groupes de torsion T jouent un roˆle capital
dans toutes les questions de type The´orie du Corps de Classes et plus pre´cisement The´orie
de la p-Ramification Abe´lienne, et ont e´te´ longuement e´tudie´s, sous la conjecture de
Leopoldt, selon la chronologie approximative suivante :
[Kub] (1957), [Mi] (1978), [Gr2] (1982), [Gr3] (1983), [Ja1] (1983), [Ja2] (1984), [Gr4]
(1985), [Gr5] (1986), [Ng1] (1986), [MoNg1] (1987), [He] (1988), [Ja3] (1990), [Th] (1993),
[Ja4] (1998), [Seo1] (2011), [Seo2] (2013), [Seo3] (2013), [Gr6] (2014), [MoNg2] (2015),
[Gr7] (2015), [Seo4] (2015), [Seo5] (2015), [Seo6] (2015).
Les sujets essentiels de´veloppe´s dans ce cadre sont les suivants :
(i) de´termination du radical initial dans les Zp-extensions lorsque µ(K) 6= 1, a` savoir,
trouver les nombres α ∈ K× tels que K( p√α) ⊂ K˜ ([CK], [Gr4], [He], [MoNg2], [Th],
[JaM1], [Seo1], [Seo2]),
(ii) e´tude des notions de p-rationalite´ et p-re´gularite´, la p-rationalite´ de K e´tant la
nullite´ de TK sous la conjecture de Leopoldt, et la p-re´gularite´ celle du p-Sylow R2(K)
du noyau (dans K2(K)) des symboles re´guliers ([Gr1], [Gr5], [GrJ],[Ja4], [JaNg], [Mo],
[MoNg1]), ainsi que des cas particuliers de ces notions, notamment pour p = 2 (J-F.
Jaulent, F. Soriano–Gafiuk, O. Sauzet).
(iii) ge´ne´ralisations de la notion de p-tours de corps de classes et structure du groupe
de Galois de la pro-p-extension maximale d’un corps de nombres ([JaS], [JaM1], [JaM2],
[Mai1] [Mai2], [Seo6]),
(iv) obtention de re´sultats nume´riques sur le radical initial, le groupe TK , et sur la
structure de Gal(Kab/K) ou`Kab est la pro-p-extension Abe´lienne maximale de K ([Cha],
[He], [PV], [Th], [AS], [Gr6]),
(v) analyse d’aspects conjecturaux lorsque p → ∞ (e.g. [Gr7] conjecturant la p-ratio-
nalite´ de tout corps de nombres pour p assez grand). Re´cemment, la notion de p-rationalite´
a acquis une importance nouvelle dans le cadre des repre´sentations Galoisiennes en direc-
tion d’autres conjectures (e.g. [Gre]).
Les techniques utilise´es e´tant de nature “classes d’ide´aux” ou bien de nature “Di-
viseurs”, aux sens ge´ne´ralise´s des infinite´simaux de´veloppe´s au de´but par G. Gras et
J-F. Jaulent et leurs e´le`ves, ou encore de nature “Cohomologie Galoisienne et The´orie
d’Iwasawa” de´veloppe´e par T. Nguyen Quang Do et ses e´le`ves, puis repris plus re´cemment
au moyen d’autres points de vue de type cohomologique, comme par exemple par Seo,
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souvent inde´pendamment des travaux pre´ce´dents, lesquels ont e´te´ pour la plupart re-
groupe´s en de´tail dans [Gr1] (2003) et notamment dans l’Edition Springer 2005 corrige´e
et augmente´e.
Dans [Ja6] et [Ng2], ainsi que dans l’article pre´sent, on trouvera des comple´ments
et mises au point a` ce sujet au moyen de l’e´tude du module de Bertrandias–Payan (cf.
§ 1.3) qui se preˆte bien a` l’utilisation de ces techniques, les trois auteurs ayant le projet de
publier un document explicatif en anglais sur ces trois approches similaires, mais paˆtissant
jusqu’ici de l’absence de “table de concordance” de´taille´e et de plusieurs textes publie´s en
franc¸ais, ce qui est sans doute a` l’origine des difficulte´s d’analyse et de comparaison des
re´sultats de la litte´rature et bien souvent de l’ignorance des re´sultats ante´rieurs.
1.3. Le module de Bertrandias–Payan. On sait que sous la conjecture de Leopoldt
pour K et p 6= 2, WK ⊆ torZp(UK/EK) fixe l’extension BPK qui est la pro-p-extension
maximale de K compose´e des p-extensions cycliques plongeables dans une p-extension cy-
clique deK de degre´ arbitrairement grand ([Gr1], Corollary III.4.15.8) ; le groupe BPK :=
Gal(BPK/K˜) ≃ TK/WK , qui est le groupe de torsion du groupe CK = Gal(BPK/K), est
appele´ depuis [Ng1] le module de Bertrandias–Payan a` la suite de l’article [BP].
Si l’on se re´fe`re a` [Ja2], [Ng1], ou a` [Gr1], III.4.15.3, 4.15.4, BPK est aussi le compose´
des p-extensions cycliques de K localement plongeables (en toute place v finie) dans une
Zp-extension de Kv.
De nombreux travaux, comme ceux mentionne´s dans l’historique pre´ce´dent, e´voquent
le roˆle de BP dans la the´orie du corps de classes, aussi nous souhaitons montrer ici que
l’on dispose depuis longtemps des techniques permettant d’e´tudier les proprie´te´s de ce
module.
Soit S un ensemble fini de places de K contenant l’ensemble Sp := {v, v | p} des p-
places ; S sera choisi en fonction de l’extension L/K conside´re´e et en particulier contiendra
les places ramifie´es dans L/K. Les re´sultats de´pendront essentiellement de Sp. Notre
ensemble S jouera un roˆle diffe´rent de celui utilise´ dans [Ja6] et [Ng2].
On pose K×1 = K×1 ⊗ Zp, ou` K×1 est le groupe des e´le´ments p-principaux de K×
e´trangers a` S puis IK = IK ⊗ Zp, ou` IK est le groupe des ide´aux de K e´trangers a` S,
et PK = {(x), x ∈ K×1 } = PK ⊗ Zp, ou` PK est le sous-groupe des ide´aux principaux
e´trangers a` S. On pose EK = EK ⊗ Zp (groupe des unite´s).
Soit iK le plongement (surjectif) de K×1 dans UK =
⊕
v | p Uv et soit K×∞ le noyau de
iK (groupe des infinite´simaux e´trangers a` S de Jaulent, [Ja1], [Ja2], [Ja4]). On de´signe
par PK,∞ le groupe des ide´aux principaux (x∞), x∞ ∈ K×∞.
On a alors ([Gr1], The´ore`me III.2.4) :
AK := Gal(HprK /K) ≃ IK/PK,∞,BK := Gal(HprK /HK) ≃ PK/PK,∞, TK := torZp(AK).
Remarque 1.1. De fait, la the´orie du corps de classes de´finit AK = lim←−
n
Gal(K(p
n)/K) ≃
lim←−
n
(IK/PK,(pn)), ou`K(pn) est le p-corps de rayon modulo (pn), ou` PK,(pn) := {(x), x ≡ 1
(mod pn)} ; or
⋂
n
PK,(pn) = PK,∞ ([Gr1], Proposition III.2.4.1).
Le fait de pouvoir travailler avec des groupes d’ide´aux e´trangers a` S provient du
the´ore`me d’approximation ide´lique ou simplement du fait que toute classe d’ide´aux con-
tient un repre´sentant e´tranger a` S ([Gr1], The´ore`me I.4.3.3 et Remarque I.5.1.2). On a
alors, avec des notations e´videntes au niveau fini :
Gal(K(p
n)/K) ≃ IK,Sp/PK,Sp,(pn) ≃ IK,S/PK,S,(pn),
ou` les isomorphismes avec le groupe de Galois sont obtenus via le symbole d’Artin qui est
de´fini pour les ide´aux e´trangers a` Sp, donc a fortiori e´trangers a` S.
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On de´finit les meˆmes objets relatifs a` toute p-extension L de K en utilisant l’ensemble,
note´ encore S, des places de L au-dessus de S. Tous les objets ainsi obtenus par tensori-
sation avec Zp sont des Zp-modules et se comportent comme les objets d’origine en raison
de la platitude de Zp.
Nous commencerons par le cas L/K cyclique qui est en un sens universel et qui permet
une plus grande effectivite´ quant au plan nume´rique.
On utilisera a` plusieurs reprises les lemmes suivants :
Lemme 1.2. Soit k un corps de nombres ve´rifiant la conjecture de Leopoldt pour p. Soit
ε ∈ Ek := Ek ⊗ Zp telle que, dans Uk, on ait ik(ε)pe = 1, e ≥ 0(i.e., ik(ε) ∈ Wk). Alors
ε ∈ µ(k)⊗ Zp = µ(k) et εpe = 1. Il en re´sulte torZp(Uk/ik(Ek)) =Wk/ik(µ(k)).
De´monstration. Caracte´risation tre`s classique utilisant l’injectivite´ de ik sur Ek ([Gr1],
The´ore`me III.3.6.2 (vi) et [Ja3], The´ore`me 12). 
Lemme 1.3. Soit L/K cyclique de degre´ p > 2 et soit s un ge´ne´rateur de G := Gal(L/K).
(i) Si µ(K) = 1, alors µ(L) = 1 et H1(G,µ(L)) = 0.
(ii) Si µ(K) = µ(L)p 6= 1 (i.e., L/K est cyclotomique globale de degre´ p), alors
NL/K(µ(L)) = µ(K) et µ(L)
1−s = 〈ζ1〉, ou` ζ1 ∈ µ(K) est d’ordre p, d’ou` H1(G,µ(L)) = 0.
Si µ(K) = µ(L) 6= 1, NL/K(µ(L)) = µ(K)p, µ(L)1−s = 1, et H1(G,µ(L)) ≃ Z/pZ.
(iii) Si ξL ∈ WL ve´rifie ξ1−sL = iL(ζL), ou` ζL ∈ µ(L), alors ζL est d’ordre 1 ou p. On
a WGL =WK et W
p
L ⊆WK .
De´monstration. (i) Si µ(K) = 1 et si L contenait ζ1 d’ordre p, on aurait K ⊂ K(ζ1) ⊆ L
ou` K(ζ1)/K serait de degre´ e´gal a` un diviseur de p− 1 diffe´rent de 1 (absurde).
(ii) Ce point est classique (e.g. [Wa]).
(iii) Soit ξL ∈ WL. On a ξpL ∈ WK car si ξw ∈ µ(Lw) est une composante de ξL telle
que ξw /∈ µ(Kv) alors, comme pour le cas global, ξpw ∈ µ(Kv. Comme WL = torZp(UL) et
que UGL = UK , il en re´sulte que W
G
L = torZp(UK) =WK . 
2. Etude du “transfert” jL/K : CK −→ CL
2.1. Ge´ne´ralite´s. On suppose de´sormais p 6= 2. On s’inte´resse au noyau du transfert
jL/K : BPK = torZp(CK) −→ BPL = torZp(CL) (notations et de´finitions du § 1.1), dans
une p-extension L/K, ulte´rieurement cyclique de degre´ p.
Le transfert CK ≃ AK/WK −→ CL ≃ AL/WL a meˆme noyau (sous-groupe fini de CK ,
donc de torsion). On peut alors travailler sur ce transfert plus simple note´ encore jL/K .
Son noyau est aussi un noyau de capitulation de classes d’ide´aux puisque AK ≃
IK/PK,∞ et AL ≃ IL/PL,∞ sont des groupes de classes d’ide´aux ; aussi en raison de
la me´thode utilise´e, nous parlerons pour jL/K de morphisme de capitulation et pour
Ker(jL/K) de noyau de capitulation, comme dans [Ja6], [Ng2].
Faisons un rappel sur le morphisme ge´ne´ral de capitulation AK −→ AL en p-ramifi-
cation Abe´lienne ([Gr1], The´ore`me IV.2.1) :
Lemme 2.1. Dans une extension L/K quelconque de corps de nombres, le morphisme
de capitulation AK → AL est injectif sous la conjecture de Leopoldt pour p et la cloˆture
galoisienne de L sur K. Il en re´sulte l’injectivite´ de TK = torZp(AK) −→ TL = torZp(AL).
De fait, la premie`re preuve de ce re´sultat a e´te´ donne´e en 1982 dans [Gr2], The´ore`me I.1,
de´veloppe´e dans [Gr3], puis redonne´e dans d’autres cadres techniques, comme dans [Gr1],
[Ja1], [Ja2], [Ng1], et constitue une proprie´te´ classique, caracte´ristique de la conjecture
de Leopoldt, qui pourrait simplifier conside´rablement l’approche de [Seo3], [Seo4], [Seo6].
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2.2. Identification deWK comme groupe de classes d’ide´aux. On a la suite exacte
1 → K×∞EK/EK −−−→ K×1 /EK iK−−−→UK/EK → 1, ou` EK = iK(EK) est l’adhe´rence de
EK dans UK , et les isomorphismes :
UK/EK ≃ K×1 /K×∞EK ≃ PK/PK,∞ ≃ BK = Gal(HprK /HK).
L’isomorphisme UK/EK −→ PK/PK,∞ est donc ainsi de´fini : a` partir de u ∈ UK
on prend x ∈ K×1 d’image u par iK (x est de´fini modulo K×∞) et on conside`re la classe
de l’ide´al principal (x) modulo PK,∞, qui ne de´pend pas du choix de x. La surjectivite´
est e´vidente, et si u conduit a` (x) = (x∞) ∈ PK,∞, on a x = x∞εK , εK ∈ EK , d’ou`
iK(x) = u = iK(εK) ∈ EK .
On suppose que la conjecture de Leopoldt est ve´rifie´e pour toute extension L de K
conside´re´e :
Lemme 2.2. (i) L’image de WK = WK/iK(µ(K)), dans PK/PK,∞, est forme´e des
classes modulo PK,∞ des ide´aux de PK de la forme (x), ou` iK(x) = ξK ∈ WK , ce que
l’on peut re´sumer par l’isomorphisme WK ≃ {(x), x ∈ K×1 , iK(x) ∈ WK} .PK,∞/PK,∞.
(ii) Le morphisme de capitulation jL/K est l’extension des “classes d’ide´aux” :
IK/{(x), x ∈ K×1 , iK(x) ∈WK} .PK,∞ −→ IL/{(y), y ∈ L×1 , iL(y) ∈WL} .PL,∞.
De´monstration. Le point (i) re´sulte de la de´finition ci-dessus de UK/EK −→ PK/PK,∞
applique´e au sous-groupe de torsion torZp(UK/EK) =WK (Lemme 1.2).
Il en re´sulte que CK ≃ AK/WK ≃ IK/{(x), x ∈ K×1 , iK(x) ∈ WK} .PK,∞, d’ou`
facilement le point (ii) du lemme. On rappelle que IK et IL sont forme´s d’ide´aux e´trangers
a` S (S contenant Sp et les places ramifie´es dans L/K). 
2.3. Caracte´risation du noyau de capitulation (cas cyclique de degre´ p). Soit
a ∈ IK tel que par extension, (a)L = (y)(y∞) ou` y ∈ L×1 , y∞ ∈ L×∞, avec iL(y) = ξL ∈WL
et iL(y∞) = 1 (Lemme 2.2 (ii)).
A partir de (a)L = (y . y∞), la norme NL/K conduit en ide´aux a` la relation ap =
(NL/K(y . y∞)) ; posons NL/K(y) = x ∈ K×1 et NL/K(y∞) = x∞ ∈ K×∞, ce qui donne
dans L la relation yp . yp∞ = x . x∞ . εL, εL ∈ EL. Mais iL(yp) = iL(x) . iL(εL), ou encore
iL(y
p) = NL/K(iL(y)) . iL(εL) qui s’e´crit par hypothe`se ξ
p
L = NL/K(ξL) . iL(εL) ; donc
(Lemme 1.3, preuve de (iii)), on a ξpL ∈WK et iL(εL) ∈WK , et d’apre`s le Lemme 1.3 on
a εL = ζK ∈ µ(K).
On a donc en posant α := x . x∞ . ζK ∈ K×1 , la relation α = (y . y∞)p que l’on interpre`te
de la fac¸on suivante :
(i) Cas y . y∞ = x′ ∈ K×1 . On a iL(y) = iL(x′) = ξL ∈ WL ∩ UGL , donc iL(y) = ξK ∈
WK et y est de la forme y = x
′′ . y′∞ avec iK(x
′′) = ξK , d’ou` x′ = y . y∞ = x′′ . y′′∞ ;
donc y′′∞ = x
′′
∞ ∈ K×∞ et il vient (a)L = (x′′ . x′′∞)L qui se redescend en a = (x′′ . x′′∞) ; or
iL(x
′′) = ξK ∈WK , d’ou` la trivialite´ de la classe de a dans CK (Lemme 2.2 (i)).
(ii) Cas y . y∞ /∈ K×1 . On est ne´cessairement dans un cas kummerien ou` L = K( p
√
α)
et µ(K) 6= 1 puisque (y . y∞)p = α ∈ K×1 (de fait on prend pour α un repre´sentant de
x . x∞ . ζK , modulo K×p1 , dans K×1 , afin de donner un sens a` l’extension kummerienne L).
Comme α est par de´finition e´tranger a` S, et que la ramification mode´re´e se lit sur l’ide´al
(α), il en re´sulte que L/K est p-ramifie´e.
On de´duit de ce qui pre´ce`de qu’en dehors du cas (ii), il ne peut y avoir capitulation
non triviale et on a donc obtenu le re´sultat partiel suivant remarque´ dans [Seo6]
The´ore`me 2.3. Soit L/K une p-extension. Sous la conjecture de Leopoldt pour L et
p > 2, et si µ(K) = 1, le morphisme de capitulation jL/K : BPK −→ BPL est injectif.
De´monstration. Comme L/K est une p-extension, on est ramene´ au cas cyclique ci-dessus
en remarquant que les hypothe`ses se transmettent a` tout corps k compris entre K et L
(µ(k) = 1 et conjecture de Leopoldt). 
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Une condition ne´cessaire pour Ker(jL/K) 6= 1 est donc µ(K) 6= 1 et L/K p-ramifie´e.
Poursuivons l’e´tude du noyau de capitulation avec la seule hypothe`se L/K p-ramifie´e
et par conse´quent S = Sp (l’hypothe`se kummerienne n’est pas ne´cessaire pour l’instant
car on la retrouvera dans le calcul du noyau). On revient a` a ∈ IK tel que par extension,
(a)L = (y . y∞) ou` y ∈ L×1 , y∞ ∈ L×∞, avec iL(y) = ξL ∈WL et iL(y∞) = 1.
Soit s un ge´ne´rateur de G := Gal(L/K). Il vient alors (a)1−sL = (1) = (y
1−s)(y1−s∞ ),
d’ou` y1−sy1−s∞ = ζK ou` ζK ∈ µ(K) est d’ordre 1 ou p puisque (y . y∞)p = α ∈ K×1 .
Re´ciproquement, si ξL ∈ WL est telle que ξ1−sL = iL(ζK), en prenant y ∈ L×1 tel
que iL(y) = ξL, il vient iL(ζK) = iL(y)
1−s, d’ou` ζK = y1−sy′∞, y
′
∞ ∈ L×∞ ; on a
NL/K(y
′
∞) = NL/K(ζK) = 1 d’apre`s ce qui pre´ce`de ; le The´ore`me 90 de Hilbert–Speiser–
Nœther dans L×∞ ([Gr1], preuve du Lemme IV.3.1), implique y′∞ = y1−s∞ , y∞ ∈ L×∞, et
on obtient une relation de la forme ζK = y
1−sy1−s∞ ce qui conduit a` (y y∞) ∈ IGL = (IK)L
car il n’y a pas de ramification en dehors de p. L’ide´al (y y∞) de L est l’e´tendu d’un ide´al
a de K e´tranger a` p dont la classe est dans le noyau de jL/K . On a donc a` ce stade :
Ker(jL/K) = {a ∈ IK , (a)L = (y)(y∞), iL(y) = ξL & ξ1−sL ∈ iL(µ(K))} .PK,∞/ {(x), x ∈ K×1 , iK(x) ∈ WK} .PK,∞,
qu’il reste a` identifier.
Soit a ∈ IK que (a)L = (y)(y∞), iL(y) = ξL ∈ WL, ξ1−sL = iL(ζK) ; si a = (xx∞)
avec iK(x) = ξK ∈ WK et iK(x∞) = 1, il vient iL(y) = iL(x)iL(εL), εL ∈ EL, soit
ξL = ξK iL(εL) ; donc iL(εL) est de la forme iL(ζL), ζL ∈ µ(L), d’ou` ξL ∈WK iL(µ(L)).
Re´ciproquement, si ξL = ξKiL(ζL) ∈ WK iL(µ(L)) (qui implique ξ1−sL = iL(ζK)), on a
iL(y) = iL(x) iL(ζL) pour x ∈ K×1 , d’ou`, en ide´aux, (y) = (x)L(y′∞) et (a)L = (x)L(y′′∞),
ou` (y′′∞) ∈ PGL,∞ = PK,∞, d’ou` a = (x) (x∞) avec iK(x) ∈WK .
La classe de a dans le noyau de jL/K est nulle si et seulement si dans l’e´criture (a)L =
(y)(y∞), on a iL(y) ∈ WK iL(µ(L)). On a donc obtenu une description du noyau de
capitulation dans le cas L/K cyclique p-ramifie´e de degre´ p (analogue du The´ore`me 2.1
de [Ng2] et Proposition 8 de [Ja6]) :
Lemme 2.4. On a Ker(jL/K) ≃ {ξL ∈WL, ξ1−sL ∈ iL(µ(K))}/WK iL(µ(L)). Si de plus
µ(K) = 1, on a iL(µ(L)) = 1 et {ξL ∈ WL, ξ1−sL = 1} =WK .
De´monstration. Il suffit de conside´rer l’application qui a` a, dont la classe est dans noyau
de capitulation, associe ξL (qui est de´finie modulo µ(L)). 
Si µ(K) = 1, le lemme redonne le The´ore`me 2.3 sur la nullite´ du noyau de capitulation.
2.4. Etude du noyau de capitulation dans le cas kummerien. On suppose de´sor-
mais que ζ1 d’ordre p est dans K. On a, a` partir du Lemme 2.4, la suite exacte :
1→ Ker(jL/K) −→WL/WK iL(µ(L)) 1−s−−−→W 1−sL /W 1−sL ∩ iL(µ(K))→ 1,
qui conduit, puisque W 1−sL ≃WL/WK et WK iL(µ(L))/WK ≃ µ(L)/µ(K) a` :
Lemme 2.5. Dans le cas kummerien p-ramifie´ cyclique de degre´ p, et sous la conjecture de
Leopoldt pour L et p, on a |Ker(jL/K)| = |W 1−sL ∩iL(µ(K))|×
|µ(K)|
|µ(L)|
, ou` |W 1−sL ∩iL(µ(K))|
est d’ordre 1 ou p.
Si µ(K) = µ(L) 6= 1, on a |Ker(jL/K)| = |W 1−sL ∩ iL(µ(K))|.
Si µ(K) = µ(L)p 6= 1 (i.e. L/K est cyclotomique globale), jL/K est injectif.
De´monstration. En effet, d’apre`s le Lemme 1.3 on a W 1−sL ∩ iL(µ(K)) ⊆ 〈iL(ζ1)〉 qui est
d’ordre 1 ou p. Ainsi il y a injectivite´ de jL/K si et seulement si L/K est cyclotomique
globale ou bien si µ(K) = µ(L) 6= 1 et iL(ζ1) /∈W 1−sL . 
Ceci peut se caracte´riser de la fac¸on concre`te suivante :
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The´ore`me 2.6. Soit L/K une extension cyclique, p-ramifie´e, de degre´ p > 2, ve´rifiant
la conjecture de Leopoldt pour p.
Lorsque µ(K) = µ(L) 6= 1 (i.e., L/K kummerienne non globalement cyclotomique), le
morphisme de capitulation jL/K : BPK −→ BPL est injectif si et seulement si il existe
v0 | p dans K, non de´compose´e dans L, telle que µ(Lw0) = µ(Kv0) pour l’unique w0 | v0
(i.e., L/K est, en v0, localement de degre´ p et non localement cyclotomique).
2
De´monstration. EcrivonsWL =
⊕
v | pWL,v en un sens e´vident. On a alors trois cas selon
que v est de´compose´e dans L/K ou non, puis que Lw/Kv est localement cyclotomique ou
non ; on calcule alors H1(G,WL,v) (ou H
2(G,WL,v) plus facile) pour obtenir |W 1−sL,v | :
(i) Cas de´compose´, i.e., WL,v =
⊕
w | v µ(Kv) : on a H
1(G,WL,v) = 0 (Lemme de
Shapiro), d’ou` W 1−sL,v = NWL,v qui contient l’image de 〈ζ1〉.
(ii) Cas non de´compose´ et µ(Lw)
p = µ(Kv) : on a H
1(G,WL,v) = 0 etW
1−s
L,v = 〈iv(ζ1)〉.
(iii) Cas non de´compose´ et µ(Lw) = µ(Kv) : on a H
1(G,WL,v) ≃ Z/pZ et |W 1−sL,v | = 1.
Le the´ore`me en re´sulte puisque la condition contraire iL(ζ1) ∈ W 1−sL est e´quivalente a`
la non nullite´ de tous les W 1−sL,v . Seul (iii) conduit a` |W 1−sL ∩ iL(µ(K))| = 1. 
3. Interpre´tation via un radical kummerien
On suppose que µ(K) 6= 1 et on pose L = K( p√α), α ∈ K× ; on suppose que L/K
est p-ramifie´e et ve´rifie la conjecture de Leopoldt pour p. On a (α) = ap0 ap, ou` a0 est un
ide´al de K e´tranger a` p et ou` ap est un produit d’ide´aux premiers au-dessus de p a` une
puissance < p. On pose ( p
√
α)1−s = ζ1 d’ordre p.
On suppose, dans cette e´tude, que L/K n’est pas (globalement) cyclotomique (on est
dans le cas µ(L) = µ(K) 6= 1). D’apre`s le The´ore`me 2.6, jL/K est non injectif si et
seulement si pour toute place v | p, non de´compose´e dans L/K, µ(Kv) = µ(Lw)p pour
l’unique place w de L au-dessus de v. Dans ce cas, il existe donc a ∈ IK , e´tranger a` p,
dont la classe est dans le noyau de jL/K et est non triviale ; on a (a)L = (y y∞), avec
iL(y) = ξL, iL(y∞) = 1, et (par analogie avec les calculs du § 2.3) :
iL(y)
1−s = ξ1−sL = iL(
p
√
α)1−s = iL(ζ1).
Soit v | p fixe´e non de´compose´e (le cas de´compose´ e´quivaut au fait que α est puissance
p-ie`me locale en v) ; on a, avec des notations e´videntes, iw(y) = ξw et iw(y)
1−s =
ξ1−sw = iw(ζ1) et par conse´quent on peut prendre ξw comme radical local, autrement dit,
Lw = Kv(
p
√
ξv) ou` ξ
p
w =: ξv ∈ µ(Kv) et il en re´sulte, par “unicite´” d’un radical, que
ap = 1. D’ou` (α) = a
p
0, ce qui s’e´crit, dans L, (
p
√
α) = (a0)L.
On a iL(y) = iL( p
√
α) a, a ∈ K×1 , a e´tranger a` p. Quitte a` modifier α modulo K×p1
et a0 en conse´quence, on peut supposer que iL(y) = iL( p
√
α) = ξL avec ξ
1−s
L = iL(ζ1),
auquel cas (a)L = (a0)L (y∞). Comme l’ide´al (y∞) est invariant par G, il est de la forme
(x∞), x∞ ∈ K×∞ ([Gr1], Lemme IV.3.1). On a alors la relation a = a0 (mod PK,∞).
On peut donc e´noncer le re´sultat suivant (analogue aux formulations donne´es par [Ja6]
et [Ng2]), ou` l’on rappelle que pour un corps k, µ(k) est le p-groupe des racines de l’unite´
de k, que k˜ est le compose´ des Zp-extensions de k, que Uk est le Zp-module d’unite´s locales
principales en p de k et que Wk = torZp(UK) ; on de´signe par BPk la pro-p-extension
Abe´lienne maximale de k compose´e des p-extensions cycliques plongeables dans une p-
extension cyclique de k de degre´ arbitrairement grand ; on pose BPk := Gal(BPk/k˜) :
2Il re´sulte de ceci que “L/K p-ramifie´e & localement cyclotomique en p” est e´quivalente a` “L/K
partout localement cyclotomique” puisque Lw/Kv est, pour v ∤ p, le rele`vement v-adique de l’extension
re´siduelle Fw/Fv, qui est cyclotomique (que v soit de´compose´e ou inerte). Dans [Ja6] et [Ng2] c’est le
vocabulaire adopte´ syste´matiquement.
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The´ore`me 3.1. Soit L/K une extension cyclique de corps de nombres, de degre´ premier
p > 2. On suppose que L ve´rifie la conjecture de Leopoldt pour p.
Alors le morphisme de capitulation jL/K : BPK −→ BPL est injectif sauf si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :
(i) µ(L) = µ(K) 6= 1, L = K( p√α), α ∈ K× et (α) = ap0, ou` a0 est un ide´al de K
e´tranger a` p (i.e., L/K est kummerienne, non globalement cyclotomique, et p-ramifie´e
(i.e., non ramifie´e en dehors de p)) ;
(ii) l’image diagonale de α dans UK est e´gale a` ξK u
p
K , ξK ∈ WK , uK ∈ UK, avec
ξK ∈ W pL (i.e., L/K est localement cyclotomique en toute place v | p).
English version. Let L/K be a cyclic extension of number fields, of prime degree p > 2.
We suppose that L satisfies the Leopoldt conjecture for p.
Then the morphism of capitulation jL/K : BPK −→ BPL is injective except if the two
following conditions are satisfied :
(i) µ(L) = µ(K) 6= 1, L = K( p√α), α ∈ K× and (α) = ap0, where a0 is a prime
to p ideal of K (i.e., L/K is kummerian, non globally cyclotomic, and p-ramified (i.e.,
unramified outside p)) ;
(ii) the diagonal image of α into UK is equal to ξK u
p
K, ξK ∈ WK , uK ∈ UK , with
ξK ∈ W pL (i.e., L/K is localy cyclotomic at each place v | p).
On pourrait alors obtenir le re´sultat plus ge´ne´ral de Jaulent ([Ja6], Corollaire 11) :
The´ore`me 3.2. Dans une p-extension L/K de corps de nombres, contenant les racines
p-ie`mes de l’unite´, et satisfaisant a` la conjecture de Leopoldt pour le nombre premier
p > 2, le sous-groupe Ker(jL/K) des e´le´ments de BPK qui capitulent dans BPL est d’ordre
min {|µ(K)|, [L∩K lc : K(µ(L))]}, ou` K lc est la pro-p-extension localement cyclotomique
maximale de K.
4. Exemples nume´riques
On prend pour K un corps biquadratique contenant le corps Q(j) des racines cubiques
de l’unite´ et on conside`re p = 3 (voir des exemples analogues dans [Ja6], § 3) :
(i) Soient K = Q(
√−23, j) et l’unite´ α = j 25+3
√
69
2 . On conside`re L = K(
3
√
α) ; on a
bien µ(L) = µ(K) 6= 1. Comme 3 est de´compose´ dans K en deux ide´aux premiers p, p′,
les deux comple´te´s de K sont e´gaux a` Q3(j).
On a α.j−1 = 25+3
√
69
2 ≡ −1 (mod (pp′)3), ce qui montre que les deux comple´te´s
de L sont e´gaux a` Q3(ω), ou` ω est une racine de l’unite´ d’ordre 9 ; on est dans le cas
µ(Kv) = µ(Lw)
p pour toute place v | p, et les conditions du The´ore`me 3.1 sont donc
satisfaites puisque iK(α) = iK(j) . iK
(− 1 + 3√692 ) = ξK . u3K , avec ξK = (j, j) = (ω, ω)3,
le nombre −1 + 3
√
69
2 e´tant un cube dans UK ; donc jL/K est non injectif.
(ii) On se place a` nouveau dans K = Q(
√−23, j) et on conside`re l’unite´ α = 25+3
√
69
2
et L = K( 3
√
α). Comme α est localement un cube, L/K est de´compose´e en 3 et on est
dans le cas µ(Kv) = µ(Lw). Donc jL/K est injectif.
5. Points fixes du module de Bertrandias–Payan
Dans cette section, L/K est une p-extension quelconque de corps de nombres, de
groupe de Galois G, que l’on supposera cyclique de degre´ p a` partir du § 5.2. On omet
le plus souvent les plongements diagonaux iK et iL. Ici il n’y a aucune hypothe`se sur la
ramification dans L/K.
On a la suite exacte qui de´finit BPL a` partir de TL = Gal(HprL /L˜) :
1→WL/µ(L) −→ TL −→ BPL → 1,
ou` WL =
⊕
v | pWL,v, avec WL,v =
⊕
w | v µ(Lw) pour toute place v | p de K.
On a de meˆme la suite exacte 1→WK/µ(K) −→ TK −→ BPK → 1.
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5.1. Suites exactes fondamentales. On suppose que L ve´rifie la conjecture de Leo-
poldt pour p, ce qui implique que T GL contient un sous-groupe isomorphe a` TK (injectivite´
du morphisme de capitulation TK −→ TL, Lemme 2.1). On a la suite exacte :
1→ (WL/µ(L))G −→ T GL −→ BPGL θ−→H1(G,WL/µ(L)), (1)
et a` partir de 1→ µ(L) −→WL −→WL/µ(L)→ 1, on a la suite exacte :
1→WK/µ(K) −→ (WL/µ(L))G ψ−→H1(G,µ(L)) ν−→H1(G,WL), (2)
avec H1(G,WL) =
⊕
v | pH
1(G,WL,v).
Dans le cas G cyclique d’ordre p (engendre´ par s) on aura les suites exactes :
1→ (WL/µ(L))G −→ T GL −→ BPGL θ−→N (WL/µ(L))
/
(WL/µ(L))
1−s, (1′)
1→WK/µ(K) −→ (WL/µ(L))G ψ−→Nµ(L)
/
µ(L)1−s ν−→⊕v | p NWL,v/W 1−sL,v . (2′)
Remarque 5.1. Dans le cas G cyclique d’ordre p, les noyaux de la “norme” N = NG
sont ceux de la norme alge´brique (ici NG = 1 + s+ · · ·+ sp−1). Or on peut utiliser, par
commodite´ des calculs, la norme arithme´tique NL/K a` condition que pour les objets XL et
XK , l’application naturelle iL/K : XK −→ XL soit injective puisque iL/K ◦NL/K = NG.
C’est le cas ici pour les objets du type µ(k), Wk,Wk =Wk/µ(k), Tk, mais non ne´cessaire-
ment pour BPk.
On souhaite voir, comme dans [Seo3], [Seo4], [Seo6], dans quels cas on a |BPL| ≥ |BPK |
par le fait que par exemple |BPGL | ≥ |BPK |. D’apre`s (1) et (2) il vient :
|BPGL | =
|T GL | . |Im(θ)|
|(WL/µ(L))G| =
|T GL | . |Im(θ)|
|WK/µ(K)| . |Im(ψ)| =
|T GL |
|TK | . |BPK | .
|Im(θ)|
|Im(ψ)| . (3)
On obtient donc, en utilisant la formule des points fixes ([Gr1], The´ore`me IV.3.3) :
The´ore`me 5.2. Soit L/K une p-extension ve´rifiant la conjecture de Leopoldt pour p. On
a la formule suivante (ou` le premier facteur est entier) :
|BPGL | =
∏
q ∤ p eq( ∑
q ∤ p
1
e
q
ZpLogK(q) + ZpLogK(IK) : ZpLogK(IK)
) · |BPK | · |Im(θ)||Im(ψ)| ,
ou` e
q
est l’indice de ramification de q dans L/K, et LogK : IK →
⊕
v | pKv/QplogK(EK),
la fonction logarithme de´finie dans [Gr1], III.2.2 (voir aussi le § 5.3).
Corollaire 5.3. On peut trouver une infinite´ d’extensions L/K telles que BPGL soit non
trivial et meˆme telles que |BPGL | =
∏
q ∤ p
e
q
· |BPK | · |Im(θ)|
|Im(ψ)|
.
Corollaire 5.4. Lorsque l’extension L/K est p-primitivement ramifie´e ([Gr1], IV.3, § (b),
De´finition 3.4), ce qui est (sous la conjecture de Leopoldt pour L et p) e´quivalent a`(∑
q ∤ p
1
e
q
ZpLogK(q) + ZpLogK(IK) : ZpLogK(IK)
)
=
∏
q ∤ p eq, on a |BPGL | ≥ |BPK |
si et seulement si |Im(θ)| ≥ |Im(ψ)|.
5.2. Caracte´risation du cas |Im(ψ)| = p pour L/K cyclique de degre´ p. Pour un
cadre plus ge´ne´ral voir [Ng2], § 3 et [Ja6]. On e´carte le cas trivial H1(G,µ(L)) = 0 ou`
|Im(ψ)| = 1 et |BPGL | = |BPK | . |Im(θ)|. On suppose donc que µ(K) = µ(L) 6= 1 (i.e.,
H1(G,µ(L)) = 〈ζ1〉).
On a |Im(ψ)| = p si et seulement si ν = 0 dans (2′) ; or l’image de ζ1 par ν est la classe
de l’image diagonale de ζ1 (mod W
1−s
L ). Cette classe est alors nulle si et seulement si ζ1 ∈
W 1−sL,v pour tout v | p donc si et seulement si jL/K est non injectif (Lemme 2.5). D’apre`s
le The´ore`me 3.1 et puisque µ(L) = µ(K) 6= 1, jL/K est non injectif si et seulement L/K
est p-ramifie´e et si pour toute place v | p, non de´compose´e dans L, on a µ(Kv) = µ(Lw)p.
En re´sume´, on a obtenu la condition ne´cessaire et suffisante suivante :
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Proposition 5.5. Soit L/K cyclique de degre´ p ve´rifiant la conjecture de Leopoldt pour p.
On a |Im(ψ)| = p si et seulement si µ(K) = µ(L) 6= 1, L/K est p-ramifie´e, et si pour
toute place v | p, non de´compose´e dans L, on a µ(Kv) = µ(Lw)p.
Corollaire 5.6. On suppose que l’extension L/K est p-primitivement ramifie´e. Alors
si L/K est ramifie´e en au moins une place mode´re´e ou s’il existe v0 | p non de´compose´e
telle que µ(Kv0) = µ(Lw0), alors on a |Im(ψ)| = 1 et |BPGL | = |BPK | |Im(θ)|. C’est aussi
trivialement le cas si L/K est cyclotomique globale.
Si |Im(ψ)| = p, il suffit d’avoir |Im(θ)| ≥ p pour que l’ine´galite´ |BPGL | ≥ |BPK | soit
ve´rifie´ ; or Im(θ) de´pend non trivialement du noyau de ρ : H1(G,WL/µ(L))−→ H1(G, TL).
5.3. Calcul du noyau de ρ : N (WL/µ(L))
/
(WL/µ(L))
1−s −→ NTL
/T 1−sL . On reprend
la suite exacte (1′) en la prolongeant comme suit :
1→ (WL/µ(L))G −→ T GL ≃ TK −→ BPGL θ−→
N (WL/µ(L))
/
(WL/µ(L))
1−s ρ−→H1(G, TL) = NTL
/T 1−sL .
On est donc dans le cadre suivant pour L/K cyclique p-ramifie´e (The´ore`me 3.1) :
(i) µ(K) = µ(L) 6= 1 (L/K non globalement cyclotomique),
(ii) pour toute place v | p non de´compose´e, on a µ(Kv) = µ(Lw)p (L/K localement
cyclotomique en p).
Lemme 5.7. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, on a H1(G,WL/µ(L)) ≃ Z/pZ. Un ge´ne´-
rateur de ce groupe est donne´ par l’image d’un ξL,0 ∈ WL tel que NL/K(ξL,0) = ζL,0, ou`
ζL,0 est un ge´ne´rateur de µ(K).
De´monstration. La suite exacte 1→ µ(L) −→WL −→WL/µ(L)→ 1 conduit a` :
H1(G,WL) −→ H1(G,WL/µ(L)) ν−→H2(G,µ(L)) −→ H2(G,WL).
Or H1(G,WL) =
⊕
v | pH
1(G,WL,v) = 0 car c’est vrai dans le cas de´compose´ (lemme de
Shapiro) et dans le cas non de´compose´ car µ(Kv) = µ(Lw)
p (preuve du The´ore`me 2.6).
Ensuite, H2(G,WL) = 0 puisque WL est fini. D’ou` H
1(G,WL/µ(L)) ≃ H2(G,µ(L)) ≃
Z/pZ.
Comme H2(G,WL) = 0, l’existence de ξL,0 est imme´diate et son image dans le groupe
H1(G,WL/µ(L)) est d’ordre p. 
A ξL,0 ∈ WL (telle que NL/K(ξL,0) = iK(ζK,0)), ρ associe l’e´le´ment τL,0 ∈ NTL
/T 1−sL
ainsi de´fini : on a ξL,0 = iL(y), y ∈ L×1 avec NL/K(y) = ζK,0 x∞, x∞ ∈ K×∞ ; alors
l’image de τL,0 dans IL/PL,∞ est celle de l’ide´al (y). On aura nullite´ de ρ si et seulement
si τL,0 = τ
′1−s
L,0 pour un τ
′
L,0 ∈ TL.
Il semble que tous les cas se rencontrent ; pour cela il faut pouvoir e´tudier les groupes
de torsion Tk de fac¸on effective (pour un corps de nombres k), ce qui est possible en
utilisant le logarithme Log introduit dans [Gr1], III.2.2, et qui conduit a` la suite exacte :
1→ Tk −−−→ Ak ≃ Ik/Pk,∞ Logk−−−→Logk(Ik) = ZpLogk(Ik)→ 0,
ou` l’on rappelle que (logk e´tant le logarithme p-adique d’Iwasawa usuel) :
Logk : Ik/Pk,∞ −−−→
(⊕
v | pkv
)/
Qplogk(Ek),
est de´fini pour tout ide´al a de k e´tranger a` p par :
Logk(a) :=
1
m
logk(a) (mod Qplogk(Ek)),
ou` m est n’importe quel entier tel que am est un ide´al principal (a).
On a ρ = 0 s’il existe un ide´al b ∈ IL tel que LogL(b) = 0 et tel que (y) = b1−s (y∞).
En pratique LogL(PL) est canonique comme image de logL(UL) dans le Qp-espace(⊕
w | p Lw
)/
QplogL(EL), et le Zp-module LogL(IL) est connu nume´riquement de`s que
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le groupe des classes l’est (au moyen d’ide´aux ge´ne´rateurs b1, . . . , br modulo le groupe
des ide´aux principaux de L), a` savoir :
LogL(IL) =
〈
LogL(b1), . . . ,LogL(br)
〉
Zp
+ LogL(UL).
Tout ceci de´pend donc largement du groupe des unite´s de L. Il paraˆıt clair, en raison
des valeurs des LogL(bi) et de LogL((y)) que, nume´riquement, tout type d’exemple est
possible comme le montre l’expe´rience de ces calculs logarithmiques d’ide´aux pour lesquels
il suffit de calculer modulo une puissance de p convenable.
Comme le quotient de Herbrand de TL est nul on a |NTL
/T 1−sL | = |TK ||NL/K(TL)| . Or
la norme de TL dans L/K correspond, par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, a` la restriction
TL −→ TK des automorphismes, et une condition suffisante pour que ρ soit nulle est que
cette norme soit surjective. D’ou` le re´sultat suivant (sous la conjecture de Leopoldt) :
The´ore`me 5.8. Soit L/K une extension cyclique de degre´ p, kummerienne, p-ramifie´e,
et non cyclotomique (i.e., µ(K) = µ(L) 6= 1). On suppose que pour toute place v | p, non
de´compose´e dans L/K, on a µ(Lw)
p = µ(Kv) (cf. The´ore`me 3.1).
Alors une condition suffisante pour que |BPGL | ≥ |BPK | (i.e., |Im(θ)| ≥ |Im(ψ)| = p) est
que L ⊂ K˜ et que HprK /K˜ et L˜/K˜ soient line´airement disjointes sur K˜.
La seconde condition peut se ve´rifier comme suit : soit F une extension de K telle que
K˜ F = HprK ; alors FL/L et L˜/L doivent eˆtre line´airement disjointes sur L.
6. Conclusion
Le cas trivial ou` µ(K) = 1 (The´ore`me 2.3) permet de construire les p-tours de´finies
par Seo dans [Seo6], lesquelles sont infinies dans le cas ou` BPK 6= 1 (sous la conjecture de
Leopoldt pour p et toute p-extension de K), mais dans les autres cas se pose le proble`me
de la propagation des hypothe`ses faites au premier e´tage.
Le The´ore`me 5.8 montre des liens avec le plongement kummerien dans les Zp-extensions
(cf. § 1.2 (i)), dont on connait l’effectivite´ nume´rique.
Lorsque le p-groupe des classes de K est trivial (ou bien lorsque HK ⊂ K˜) on a :
BPK ≃ torZp
(
logK(UK)/Zp logK(EK)
)
,
qui de´pend simplement des proprie´te´s congruentielles du groupe des unite´s de K et grosso
modo du re´gulateur p-adique normalise´ de K ([Gr7], De´finition 2.3) ; dans cet article nous
avons conjecture´, pour tout p assez grand, la p-rationalite´ d’un corps de nombres K (voir
les proprie´te´s de cette notion dans [Gr1], [Gr5], [GrJ],[Ja4], [JaNg], [Mo], [MoNg1]) ; ceci
entraˆınerait la nullite´ de BPK pour tout p assez grand.
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